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二層同心円柱を伝わるねじり波動の位相速度
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1.まえがき 異質な材料からなる複合部材は、単一材料のものと異なる挙動をする。特に波動伝播問
題でその差異が大きい。著者らは、これまで異なる弾性定数をもっ材料からなるこ層同心円柱について、縦
波動及び曲げ波動の位相速度及び波動モードを求め検討を加えた1)Zl ねじり波動のみが、円柱軸方向に伝
播する場合は、解析は簡単であるが、縦波動，曲げ波動と合せて、同様の手法により解析し、若干の数値計
算を行ない考察する。
2.基礎変位式 角速度ωのねじり波動が、円柱輪方向へ伝播する定常波動伝播を考えるものとする。
円柱座標を図一 1のようにとり、 r，8， z軸方向
の変位を U， V， W、応力成分を f1r， d' e J σz ， 
r阿， τez， r zrとする。ねじり波動のみが伝播す
る場合
U W 1 r 1 e 1 z r rz O. • (1) 
とおくことが出来、ねじり波動の伝播速度をVとす
れば、このとき残りの変位および応力成分は
f fexp{iω(t-z/V)} . . (2) 
と表わせる。この時の波動方程式は 図-1 円柱座標。τrz/dr +2rrz/r + drez/dz ρdZ V / d t 2 • • • • (3) 
であり、これの変位vおよび応力成分 τ刊は円筒の場合に
V Vb C(リ (Nμr)+ ¥1. C叫 (Nρ....(4) rre = N....{ ち X~(N..r) +丸 x~)(N;.<r) } .••• (5) 
ただし、 Ni =ω2 (1/V2 _ p/μ) = (ω/V)2 (1 _VZ/V;) = (π/ t ) 2 (1 -V'/ v; ) . t:半波長
C'釦(Nr)=RT(Nr)/RT(Nh)，Z1j(Nr)zRt(Nr)/RT(Nh) ・…・ (6)
可(Nr) 1i (Nr) K1 (Nat_) + (ー1)'1{ (NaμKi(Nr) …・(7)
ここで、 k=l， 2. j=l， 2， ao =a2 =a， al =b. 
とする。円柱の場合は、 a 0とおけば¥1，，=0であるから
'Vc=むCC(Nμr) .... (8) T品=可FNf< x;(Njlr) 
CC (Nr) 1， (Nr) /し (Nb) ，ピ (Nr) 1z(Nr)/lj(Nb) τp 
とおけばよい。ここで、 1• K ~ま、変形第 1 種および
第2種のベッセル関数である。
3.境界条件 二層同心円柱の解析は、円筒と円
柱の解を重ね合せて行なうことが出来る。このときの
境界条件は
i )円筒と円柱の境界 r a2 で
一~ Vー~\Vaz v(J.c， ..=l.z- . r-=az.l 
p、ー、〆、-c 、r re }r=az= r re )y'=az 
.... (11) 
... (12) 
i )円筒の外周 r a 1 で
r re )，，，'a.， =。 . (13) 
. . . (吉)
.... (10) 
図-2 二層同心円柱
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(11) . (12)式から
N'L， {~ X'リ(NJ1，a2 ) +丸.X';'(~μ ， a 2 ) } μf 山 pμ
= ~~Nμz x;' (Nμ . a 2 ) 
九 z;J(Nμ，a1 ) +丸 X';'(Nf'，a1 )。
二層円柱を伝播するねじ
. (14) 
〉??
??
?
??，?? 、• • • ?
り波動の位相速度は、境界
条件式(13). (14)式の係数
からなる固有値行列式の根
として求められる。
4.数値計算W1J 数値
計算は、 E2 /EI 7.0. 
1. S 
V，・1/6
v.・0，'
.; 1. 4. 
¥ 
〉
1.2 
1.0 
/1 1 Ye.ν0.3. 
ρ2 /ρ1 = 3.2 (むase日1)
EI /E2 7.0，ν0.3 一ー一一-a.!l 1./.，-一一一一
/12 Ye， PI /ρ3.2 図-3 一次の分散曲線(Case-I) 
(Case-I ) について、 a1 
1.6 
/a2 = 0.0， 0.25， 0.5， E ， /E~ ・ 7. 。 ¥1，-0.3 
p，/p，・'.2 v.・11晶
0.9， 1.0 の場合について、
、J〉 1・4一次及び二次の位相速度を
求めた。
図-3は、 Case-1のー
次の位相速度を示したもの
1・0
であるが、波長無限大では、
断箇ねじりモーメントに応
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図-4 二次の分散曲線(Case-1 I)
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柱としたときのせん断波の 図-5 一次の分散曲線(Case-1 1) 図-6 二次の分散曲線(Case-1 I)
速度と一致し、波長零では、弾性定数の小さな方のせん断波の速度に一致している。 al1t<1.0の範囲で
は、あまり変化がなく、波長無限大の値に近い。波長が零に近ずくにつれて、半径比a2 / a 1 が小さくなる
にしたがってせん断滋速度は、急激に減少しE単位定数の小さな方のせん断披速度に収束している。しかし、
いずれの半径比でも、二層同心円柱は、それぞれ単独の円柱の場合の中間的な値をとっている。
図-4には、 Case-1の二次の位相速度を示した。二次の位相速度は、一次の位相速度とは異なり、単数
の円柱の場合の中間的な植をとらず、はずれる場合があるが、波長無限大では、位相速度も無限大となり、
波長零ではやはりE単位定数の小さな方のせん断波速度に一致している。
図-5. 61ま、 Case-Iについて同様のものを示したものであるが、 Caseー Iと同様、一次の場合は、波
長無限大で換算材料定数をもっ円柱のせん断波速度と一致し、波長零ではやはり、弾性定数の小さな方のせ
ん断披速度に一致している。二次の位相速度も、 Case一 Iとほぼ同様である。
5.まとめ 二層同心円柱のねじり波動伝播問題を解析した。数値計算の結果、ねじり波動の場合も、
一次の位相速度は、波長無限大では、換算E単位定数をもっ均一円柱のせん断波速度に一致し、波長零では、
E単位定数の小さな方のせん断波速度に一致することがわかった。波動モードも求めているが、これは別な搬
会に示す.
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